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Application des orbitales atomiques perturbées au
calcul de la constante de couplage entre les spins

nucléaires de la molécule HD
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Application of Perturbed Atomic Orbitals in the Calculation of the Coupling Constant
between the Nuclear Spins of the Molecule HD

Nuclear spin-spin coupling constant Jyp of the deuterated hydrogen molecule is
determined by minimizing the self-coupling energy evaluated with the Gregson, Hall
and Rees operator. The family of variational functions used is suggested by the form
of the hydrogen-like atomic orbitals perturbed by this operator.

The comparison of the results with those previously obtained with a different family
of functions shows that it is necessary for those calculations to use a perturbated
function which is as perfectly adapted to the perturbation in the immediate neighbour-
hood of the nucleus, as in the remainder of the molecular domain.

Key words: Nuclear spin coupling constant of the HD molecule.

1. Introduction

Les énergies de couplage dont dérivent les constantes de couplage entre spins nucléaires,
calculées dans la majeure partie des cas 4 'aide de 'opérateur de contact de Fermi, ne sont
pas des extrémums mais simplement des états stationnaires {1] Il en résulte qu’un calcul
variationnel correct des constantes de couplage nécessite la convergence de 1’énergie totale
du second ordre ou 4 défaut des énergies de self-couplage qui doivent étre extrémales [2].
Cette convergence ne peut étre atteinte qu’en utilisant une forme de fonction d’onde
perturbée bien adaptée a la perturbation. L’emploi de P'opérateur de contact de Fermi
pris sous sa forme habituelle [3] conduit alors 4 des energies de self-couplage infinies, ce
qui rend difficile la stabilisation de la fonction variationnelle. Pour pallier cette difficulté,
il a été proposé [2, 4, 5, 6] de remplacer 'opérateur de Fermi par un opérateur présentant
une singularité moins forte, par exemple par ceux définis par Blinder [7] ou Gregson, Hall
et Rees [8]. Signalons que les énergies de self-couplage ainsi calculées, trés éloignées des
énergies que Pyykko et coll. ont obtenu 4 'aide d’un traitement relativiste [9], n’ont pas
de sens physique. Leur détermination a seulement pour but d’assurer la convergence
mathématique de ’énergie totale du second ordre, condition nécessaire a la stabilisation
de la fonction d’onde perturbée, et par suite de 'énergie de couplage.

Bien que les énergies de self-couplage dépendent essentiellement de la partie de la fonction
d’onde située au voisinage immédiat des noyaux et sont par conséquent trés sensibles 2 la
forme de I'opérateur de contact utilisé, les énergies de couplage n’en dépendent que trés
peu. On a dailleurs pu montrer qu’en éliminant une partie des singularités de ’équation
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perturbée au premier ordre, on obtenait pratiquement les mémes équations avec opéra-
teur de Gregson, Hall et Rees et avec opérateur de Fermi [10].

Trés peu de calculs ayant été jusqu’a présent réalisés dans cette voie nous explicitons dans
ce travail les résultats obtenus dans le cas de la molécule d’hydrogéne deutériée en utilisant
Popérateur de Gregson, Hall et Rees avec une nouvelle forme de fonction d’onde variation-
nelle. Cette fonction est une fonction de type L.C.A.0.M.O. ou Heitler-London construite
a laide d’orbitales atomiques hydrogénoides perturbées. Les résultats sont comparés 4 ceux
obtenus de maniére analogue avec une fonction variationnelle de forme différente [5].

2. Expressions générales

La contribution la plus importante 4 la constante de couplage entre deux spins nucléaires
N et N provient de la perturbation du second ordre correspondant & 'opérateur de contact:

L AB*h
H = 3 > (WANS; v + v A Si 1) 43
i

ol vy et yn sont les rapports gyromagnétiques des noyaux considérés, Ly et Iy leurs
spins nucléaires et S; le spin de I’électron i.

Nous utiliserons dans nos développements 'opérateur de contact Ay de Gregson, Hall et
Rees [8]:

_Kexp[-—Kry|

A
iN rl_zN

avec K =37 559.38 uv.a. 2)
Cet opérateur présente sur celui de Fermi ’avantage de posséder une singularité moins
forte et par conséquent de conduire & des énergies de self-couplage élevées mais finies.

Le tenseur de couplage étant isotrope [11] nous n’effectuerons les calculs que sur une
composante (la composante z par exemple).

Apreés avoir adopté les notations suivantes:

Hyy= IZ AnSi; ; (3a)
Hyy = ; An'Sy, (3b)
B= ﬂgﬁ N, (3¢)
v= ﬂ;ﬁ TwIN', (3d)

Popérateur hamiltonien du systéme se met sous la forme:
H=Hyy+ pH o +vHo; “)

Dans le cas de molécules & couches complétes, les énergies perturbées au premier ordre
étant nulles, I’énergie s’écrit:

E=Eqo+UE +v?Egy t uwwEy +- - ®)
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Compte tenu du fait que les opérateurs et les fonctions perturbées sont réels, les constantes
de couplage et de self-couplage s’écrivent dans le formalisme de la méthode de double
perturbation, en explicitant E; et Eaq:

65°n*
JNN’ = 9Bh YNYN' {(OOIHOO *EOO l 11 +401 IHOO — Eool 10)

+(00 | Hyo|01)+ (00 | Hy, 110% (6a)
165%1*

Jnn = 712\’ {2000 | Hpg — Egp 1 200 +{10 | Hyg — Egp | 1O

+ 2000 | Hy g | 100} (6b)

Gregson, Hall et Rees ont montré [8] que les solutions rigoureuses de 'équation de
Schrodinger au premier ordre relative 4 un atome hydrogénoide dans I’état 1s perturbé
par le moment nucléaire de son noyau sont de la forme:

xv DYs(@) = DX G) + 2uFn (DS, X ()1 () (7)

Dans cette expression Yg(i) est la fonction de spin de Pélectron i, x¥(7) I'orbitale hydro-
génoide 1s non perturbée (a®/m)!/? exp[—ary ). & représente la charge nucléaire effective
dunoyau V.

Fu= 3 A0 ®

Dans le cas ol ’'opérateur de contact Ay utilisé est celui défini par Gregson, Hall et Rees,
les fonctions £ (i) ont pour expressions:

_ 7 1—exp[-KS
Po=vy = [ 2 g
o
iN
/3@ =Logry
A@O=ry ©
La résolution du probléme atomique conduit aux valeurs 4} suivantes:
A=-1 =2 &=2° (10)

Notons que I'on obtient une expressions Fj (i) analogue [12] si I'on utilise opérateur de
contact de Fermi [3]:

AiN =47T8(1‘i]\{) (1 1)
Seule Ja fonction /9" (i) est différente et prend la forme:
1
Ney— -
1O -

iN

(12)

Nous avons réalisé un calcul variationnel en utilisant une fonction d’onde perturbée de la
molécule d’hydrogéne deuteriée construite 3 I’aide des orbitales atomiques perturbées
précédentes:

Y= N OmWxo @)+ xa@xp (1) + nxa(Dxu2) + nxp Dxp (2)} 82 (13)
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Dans cette fonction les orbitales atomiques perturbées xuv(?) sont données par les
¢quations (7), (8) et (9) mais les coefficients &} (i) ne sont pas pris égaux aux valeurs
données par les équations (10) et sont considérés comme des paramétres variationnels.
N est le coefficient de normalisation et ®° la fonction d’onde singulet des deux spins
glectroniques. Le paramétre n permet de se ramener aux fonctions du type L.C.A.OM.O.
(n = 1), Heitler-London (n = 0) et Weinbaum (n = 0.256).

Nous avons utilisé une méthode basée sur la minimisation du self-couplage:
AL HE
HH 9n2mc2'YH 20 (14)
La condition de stationnarité
0Jun _
da!

(15)

permet le calcul des paramétres ail et par conséquent la détermination de Jyyp a aide de
1a relation:

_ e*h
Jup ‘W'YH'YDEII (16)

Les expressions de £, et £'{; sont données dans ’appendice.

Notons que par suite de la forme de la fonction choisie il n’est pas possible d’appliquer la

technique de la fonction & de Dalgarno et Lewis [13], ce qui complique notablement les

calculs [2]. De plus nous n’avons pas procédé a Papproximation couramment utilisée dans
les travaux de nombreux auteurs qui consiste 4 supposer la fonction d’onde non perturbée
fonction propre de Vopérateur Hy,.

La détermination de la valeur de la constante de couplage pour les différentes fonctions
envisagées nécessite ’évaluation d’intégrales mono et biélectroniques dont le calcul est
rendu difficile par suite de la forme de Fp (i) qui inclut notamment le terme Logr;y . 11
est toutefois possible de calculer les différents termes de £, en remplacant Popérateur
de Gregson, Hall et Rees et la fonction Uy respectivement par 'opérateur de Dirac et la
fonction 1/r;y chaque fois que les intégrales correspondantes ne sont pas infinies. Nous
avons vérifié qu’une telle approximation n’introduit dans les valeurs des intégrales qu’un
écart relatif inférieur 2 107%.

3. Résultats

Afin d’étudier la convergence de la constante de couplage en fonction du nombre de
paramétres variationnels nous avons réalisé les calculs en ne prenant successivement que
le premier terme de I’équation (8) (k = 1), les deux premiers termes (k =1, 2) et les trois
termes (k =1, 2, 3). Les valeurs obtenues exprimées en Hertz sont rassemblées dans le tableau
1 dans lequel nous avons également fait figurer la distance internucléaire R utilisée. Les
constantes de couplage calculées correspondent aux différentes fonctions non perturbées
Yoo caractérisées par les paramétres et «. L’examen de ce tableau montre la grande
sensibilité des résultats aux fonctions d’onde ¥ o¢ utilisées. On enregistre notamment une
trés forte variation de la constante de couplage avec la charge effective a. Nous avons de
plus vérifié la quasi-indépendance des résultats vis 4 vis du facteur K de 'opérateur de
Gregson, Hall et Rees. Une variation de 20% de ce facteur ne modifiant que de 1073 les
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constantes de couplage, ceci confirme la faible influence des régions situées trés prés des
noyaux.

Signalons que ["approximation qui consiste 4 supposer ¥ g fonction propre de g réduit
notablement les calculs. Les résultats obtenus dans ce cas avec une fonction de variation
4 deux et trois paramétres ne différent jamais de plus de deux hertz des valeurs
précédentes.

3.1. Etude des paramétres

La comparaison des valeurs obtenues pour les paramétres g dans le cas d’une fonction
variationnelle  trois termes avec les valeurs (10) caractérisant ’atome libre montre que le
coefficient a];] associé 4 la fonction Upy est toujours sensiblement égal a —1; a5 n’est que
légérement différent de la valeur atomique, alors que 43 est beaucoup plus faible. A titre
d’exemple, dans le cas ol la fonction d’onde ¥ oo non perturbée est prise sous la forme
LC.AQOMO. aveca = 1.2, les valeurs obtenues sont:

A =-0999 45 =2370 & =1.102

On peut remarquer que la constante de couplage calculée en utilisant ’équation (6a) et

les paramétres atomiques (2) = —1;4) = 2.400; Y =2.880) est négative: Jyp = —14.12
Hertz. La différence est donc principalement liée 4 la modification de 4} . Ceci met bien
en évidence que, malgré le caractére trés singulier de 'opérateur de perturbation aux
noyaux, Popérateur 3 (i) = r;y qui traduit la forme de la fonction d’onde dans le domaine
ot s’étend la liaison H-D joue un rdle particuliérement important.

3.2. Etude de la convergence

L’évolution des constantes de couplage lorsqu’on augmente la base montre une croissance
continue qui ne fait pas apparaitre de convergence évidente. Les résultats obtenus, pour
des valeurs de « raisonnables, étant toujours inférieurs 4 la valeur de la constante de
couplage expérimentale (Jyp =42.9 + 0.1 Hz) on peut penser améliorer ce résultat en
allongeant la base sur laquelle est développée Fi(7) en incluant notamment des termes
tels que 72y + .. . qui apparaissent effectivement dans la résolution du probléme atomique
relatif a I’état 25 [12]. Cependant il est important de noter que dans le cas des fonctions

Tableau 1. Constante de couplage Jyp (Hz)

R 1 2 3

Fonction n @ (u.a.) 1 terme 2 termes 3 termes
Heitler-London 0 1 1.643 15.17 18.68 21.64
Wang 0 1.166 1.406 23.63 28.13 31.37
L.C.A.O. 1 1 1.398 5.96 7.96 9.07

1 11 1.398 9.18 12.63 15.12

1 1.2 1.398 12.52 18.06 21.86

1 1.3 1.398 16.44 30.12 39.27

1 14 1.398 21.16 46.17 62.31
Weinbaum 0.256 1.193 1.398 19.93 23.98 26.58
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utilisées nous sommes certainement encore éloignés de la valeur de convergence des
énergies de self-couplage. En effet avec une autre forme de fonction variationnelle et

les mémes fonctions non perturbées, 49, Paviot et Hoarau ont obtenu des énergies de
self-couplage systématiquement inférieures [5]. Par exemple dans le cas de la fonction de
Weinbaum, ils obtiennent —2 908 369 Hz, alors que nous obtenons —2 732 120 Hz. Ceci
explique que les valeurs que nous avons obtenues pour les constantes de couplage soient
assez différentes de celles calculées par ces auteurs. Dans le cas olt la fonction gy, est
prise sous Ja forme de Weinbaum nous obtenons Jyp = 26.58 Hz alors que les calculs de
Paviot et Hoarau conduisent 4 une valeur Jyp = 63.93 Hz.

4. Conclusion

Les valeurs des constantes de couplage déterminées en minimisant I’énergie de self-
couplage 4 partir d’une fonction d’onde construite & 'aide d’orbitales atomiques
hydrogénoides perturbées dont les coefficients des différents termes sont considérés
comme des parameétres variationnels ont un ordre de grandeur correct. Il faut cependant
noter, d’une part, que les valeurs obtenues sont trés sensibles aux choix de la fonction non
perturbée et que, d’autre part, ces constantes sont assez différentes de celles déterminées
par Paviot et Hoarau [8] avec une autre forme de fonction variationnelle.

Ces différences peuvent étre attribuées au caractére trés particulier de la théorie des con-
stantes de couplage. Alors que ces consiantes de couplage dépendent des valeurs prises par
les fonctions d’onde perturbées dans tout P'espace et sont en particulier peu sensibles au
domaine situé a proximité immédiate du noyau (malgré la forme de la fonction de Dirac
intervenant dans ’opérateur de perturbation), les constantes théoriques de self-couplage
qui interviennent dans le critére de choix de cette fonction perturbée sont au contraire
principalement conditionnées par les valeurs trés proches du noyau (quelques rayons
nucléaires). Il est donc indispensable que la famille de fonctions variationnelles utilisées
permette de trés bien reproduire simultanément la fonction perturbée dans ces deux
domaines.

L’emploi d’opérateurs tels que ceux de Blinder et Gregson, Hall et Rees présente sur
Putilisation de I’opérateur de contact de Fermi sous sa forme habituelle, ’avantage de
permettre théoriquement la stabilisation de la fonction d’onde perturbée. Néanmoins cette
stabilisation ne peut étre obtenue qu’au prix d’un travail important, car la difficulté de
principe liée 4 I'utilisation de 'opérateur de contact de Fermi se transforme en une diffi-
culté pratique liée aux ordres de grandeurs trés différents des deux termes de la perturbation.

Appendice

Les énergies perturbées du second ordre £y et E,q intervenant respectivement dans ces
expressions (14) et (16) des constantes de couplage et du self-couplage sont de la forme:

E
23 2 dial BooPun(RPrn () + 40P (6)Prn (1)
ki

+ (1 +7%)Pup (K)Pup () — (S + 20 + 028)Sup(k, 1)
— 2Pup ()2 Tuu () + (1 + n*)Tun ()
— 4Py (K)(Tau() + nTup(D) + (S + 21 + 1°S)0up (k, 1)
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+((1 +7¥)Lyp + 20Lu)Sup(k, ) + (1 + n*)RED (%, )
+2nRBB(k, ) — 4nCHR (k, ) — 2CHB (K, 1)
— (1 +n?) CRE (&, D)}

+ 3 a {(S + 20 + n*S)GHp (k) + (1 + 208 + n*)Gpp (k)
k

— HEL (1 + n*)Pyp (k) + 20Pup (k)
— HBp (0Pup (k) + n* P (k) — Hi (nPup (k) + Pun (k)

20— 5 alfaf oo P ®PaD + (1 + 7)Pran (WP ()
k,i

— (1 +208 +*)Suu(k, D)
— 40Py (k) (Tap () + nTuu (D) — 2Pup () 2nTuu () + (1 +0*)Tap ()]

+(1+208 + 0)0unk, ) +Suu(k, DA +1*)Lyn + 2nLup) +REX (%, 1)
—2m*Cht(k, D) — (1 + n)CRB (k, ) — 4nCHE (k, D) + n*REH(k, ) + 2nRED (k, D}

+ 3 ai {(S + 2n + n*S)GHp (k) + (1 +2nS +n2)GRu(k)
k
— Puyu(K[HBp + 2nHiip + 0 Hitu |

— Pup (K)[(1 + n*)Hfip + nHbp + nl ]}

Dans ces expressions, Egq est I’énergie du systéme non perturbé ayant pour opérateur
hamiltonien:

2

, e
Hog = ho(1) + ho(2) +—
712
avec:
1 1
ho()) = —30; — — — —
0() 243§ rat o

En effet, les termes de £'(; et £ faisant toujours intervenir la différence Hyo — E o0,
le potentiel de répulsion internucléaire 1/R n’intervient pas.

S est I'intégrale de recouvrement: (x&(i) | x (7). Les intégrales mono et biélectroniques
intervenant dans ces relations ont respectivement pour expressions:

Pap(k) = XA | FE@OXS6EP

Tas(k) = XA0) | ho(D) | FEG)XRG))
Sap(k, D) = FXA Q) | FROXS 6

O aplle, D) = FROXX@) | ho(@) 1 FEEXREN
GRp (k) = 6 () | Ay | FR(DXR (Y
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His = 680) | 4y 153G
AB =Xa() | 4 | x8()

Lag =X%0) | ho() | X300
et

COBK, )= xg(l)F;é*(l)x"A(l)] 71—2
1

XB(2)F, 13(2)x%(2)>

RAB(, = (PR FPANS() [jT x%(2>x%(2>>

Les indices A et B pour les intégrales monoélectroniques et A, B, C et D pour les
biélectroniques correspondent aux centres (hydrogéne ou deutérium). Par exemple:

A, 0= CROFFIGO) | —12 x%<2)FP(2)x%(2)>.
1
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